Inégalité de Hoeffding

Lemme — On suppose X centrée et presque siirement bornée par 1.
AlorsVt € R, E (e'*) < et’/2,

DEMONSTRATION

Soientt € Retx € [—1;1].

Comme 3(1 —z)(—t) + 5(1+a)t =atet 1(1 — ) € [0;1] et 3(1 +z) € [0;1],
par convexité de 1’exponentielle,

1 1
e < —(T+az)e "+ =(1—a)e.
2 2
D’ou

1 1
E <€tX]l[,1;1} (X)) g E <§(1 + X]l[fl;l} (X))e_t + 5(1 - Xﬂ[fl;l] (X))€t> .

Donc . |
E (") <E (5(1 +X)e™ + 5 (1 - X)ef) :
Comme la variable X est centrée, on conclut
tX 1 —t 1 t
E (e") < e '+ =€’ = ch(?).
2 2
+oo t2n —+00 t2n )
Comme ch(t) = ; (2n)! < nZ:% 2 () = ¢! /2, on obtient le résultat. O
Théoréme

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes centrées.
On suppose ¥n > 1, | X,| < ¢, ps.
n

Pour tout n > 1, on pose S,, = Z X;. Alors

=1

Ve >0, P(1S:] > £) < 2exp (W) |
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DEMONSTRATION
Soitk > 1.

On applique le lemme a la variable aleat01re VteR, Ele C: < ef’/2,
D’ouVt € R, E (") < exp (%ci) .
Soitn > 1. Soit ¢ > 0.

=F (H etXi> = H]E (¢"X") par indépendance des X;
= i=1

n

t2
< H exp (503) d’apres précédemment

i=1

2
< exp <§ Zcf) .
i=1

P (S, >¢e) =P (e > €") <

Soit ¢ > 0.
E (ets")

ets
2 = 5
< exp _t€+§zci )
i=1

Comme le minimum de cette expression est atteint en t = Zn s z,0na
P (S, >¢) < mlnexp ( te + — Z )
€ 1 € ? e
L<exp| —=——¢c+= (—) c?
X n 2 n 2
( D i G 2\> ¢ ZZ:; '

—e2
2 2?21 sz

On applique cette égalité a la suite de variables aléatoires centrées (— X, ),>1-

P(=5u>e) < op (m) '

d’apres I’inégalité de Markov

Donc

P(|Sy| > &) =P(Sy > &) +P(=S, >¢) < 2exp (W> |
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Corollaire — On suppose qu’il existe o, > 0 tels que
n
Vn > 1, Zcf < nPe b,
i=1

Alors n=®S,, converge presque siirement vers (.

DEMONSTRATION
Soite > 0. Soitn €= 1.
Alors

P(|S,| > en®) < 2 U P L2
n en®) <2exp | —=7—— | <2exp | —=e™n” |.
P 2> ¢ P\2

-2

) ) . 1
A partir d’un certain rang, on a %52716 > 2In(n) d’ou exp (—ﬁgznﬁ) <n

Donc la série de terme général P (n= |S,,| > ) est convergente.

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, on a

n—-+00

P (hm sup{n~*1|S,| > 5}) =0

soit
P(YN>1, 3In= N, n |5, >¢c)=0.

Par union dénombrable,
P (Elg €EQ™, VN>1,39In>N, n %|S,| > 5) =0.
Par passage au complémentaire,

P(Ve €EQ™, IN>1,Vn >N, n %|S,| < 5) =1.
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